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51. 


PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 


[From the Journal für die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. XXXI. 
(1846), pp. 227—230.] 


Trouver explicitement les coordonnées des centres de similitude de deux surfaces du 
second ordre, dont chacune est circonscrite à une même surface de cet ordre. 
LEMME. 
Soit 
U= Aæ + By + C2 + 2Fyz +2Gzx + 2Hxy + 2Laæw + 2Myw + 2Nzw + Pur... (1), 


l'expression générale d’une fonction homogène du second ordre à quatre variablės, et 
considérons les dérivées 


KU=| A, HAG, 26. | Fo 7 | RON PONT ANRT (2), 
Hi AB, Op EM a, A7 UGL 
GET: EON |8 BI BAE NM 
Li SM, IN, Ap | GP, 0, N 
l'écoute Æ, PP 


où dans Fp U les lettres o, p écrites en bas servent à indiquer les variables a, 8, y, à 
et é m, p, © qui doivent entrer dans l'expression de cette fonction; par exemple 
PU est ce que devient FpU, en écrivant é, n, p, œw au lieu de a, B, y, è. 


Cela posé, soit 
U = A+ By + C2 +2Fyz + 2Gzx + 2Hxy + 2Lxw + 2Myw + 2Nzw + 2Pw’, … (3), 


PE Oh en EVER M a 2 Us D à à emo dôe dè a Le à (4). 
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on aura cette équation identique : 
Fyp (0 + V°) KU — Fpp (U) K (U + V’) = (FopU}....s (5), 
qui subsiste même pour un nombre quelconque de variables. 


L'expression analytique du théorème consiste en effet en ce que les réciproques 
de deux surfaces du second ordre, circonscrites l’une à l’autre, sont deux surfaces du 


; s æ z 
second ordre qui ont cette même relation. Car en prenant 5 x > z POY les coordon- 


nées d’un point, les équations de deux surfaces circonscrites l’une à l’autre sont 


U=0, } À eus D RTE a (6). 


Les équations de leurs réciproques polaires (par rapport à æ? +y°+z?+w°=0) sont 
FpU =0, F(U + V?)=0, 
c'est-à-dire, et vertu du théorème qui vient d'être posé: 
FU =0, ii K(U +7) Fo + (FU) 0... eve (7), 

où K(U+ V?) est constant; c’est-à-dire les premières parties des équations ne diffèrent 
entre elles que par le carré de la fonction linéaire (FU); ce qui prouve le théorème 
en question. 

SOLUTION. 

Soient U+V:=0 et U+V;:=0.....… anash EONA EN (8), 


les équations des deux surfaces, dont chacune est circonscrite à U =0. Les expressions 


de V, et V, sont 
y, AL LT (9) 


et V, =a + Bay + yz + dau, 


et les lettres o, O, écrites en bas se rapporteront à œ, Éi, M, à, et à a, z, y, à 
respectivement. Mettons de plus, pour abréger, 


K(U+ Vi) =K) 
K (U+ VA =K,,) 


Les polaires des deux surfaces ont pour équations 


ue SH l eaaa TRS a (11), 
K, Fp (U) + (Fo pU =0, 


et ces surfaces polaires se rencontrent évidemment selon les courbes situées dans les 
plans exprimés par les équations 


ARR ARE AE S OEE E (12) ; 
équations qu'on peut écrire sous cette forme très simple : 
Fo ( U) = 0 sesoesoosoosoosocooooeeooosooosocooeeos (1 3), 
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en mettant a =VKa+ VE a, | 
B'= VR,B: + VK, Ba, 
y =K, y +K, y, 
S = VK,8, + VK, à, 


et supposant que 0’ se rapporte à a, £’, y, à. On a enfin, en se servant de la 
notation complète des déterminants, | 


BAND ps AD cire dns vus écrud (15), 
LE 2 
B= H; BY, M 
Men Chr Pi AR : 
CS FU A. ARE 


équation qui est double, à cause des doubles valeurs de a, 8’, y, à. Les pôles de ces 
plans sont les centres de similitude des deux surfaces données. Soit donc identiquement 


E n, p, © |= AE + Un + Cp + Do (16), 


d TSAA © D 
1.0, 06 Er 
ue. À: 0, 
Ep dE, «Mn P 
on a CRD EN LI Du ON AE r (17), 


pour les coordonnées =» z, Z des deux centres de similitude. A, 4, Œ, 2 sont 
données par léquation (16), savoir par 


A = 1 » ou &=-|, H, G, L |,&c. (18), 
FERU NN. He 5; B, Jin 
E M: Dir TE DO", OUI 
Mr Girl osO, ., À NP AN 2. 
FR PO AD A i 
d, B', y, & sont donnés par (14), et K,, K, représentent ce que devient le déter- 
minant 
PE. : ON: O a E TTT (19), 
H 88: M 
Cd Urs 
L'M N, P 
en écrivant A +a, B+B, C+y, P+62, F+ Bm G+ypa, H+aB, L+aë, M +Bè, 
N+môs où A +a}, &c. au lieu de À, B, O, P, F, G, H, L, M, N. 
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